Antirealizmus a matematikaban

Csaji Balazs Csanad

Milyen médon léteznek a matematika objektumai, példaul a szdmok, a halmazok és a fliggvények? Csak
az elménkben léteznek, mint példaul egy regény szerepl6i, vagy a gondolkodastdl és a nyelvtdl fliggetlen
|étez6k, mint példaul a bolygdk és az elektronok? Igazak-e a matematika allitasai (példaul, a Pitagorasz-tétel
vagy a Farkas-lemma) attdl fliggetlenil, hogy barki elgondolna Gket, vagy esetleg a matematika csak egy
szimbdlumokkal valé formadlis jaték? llyen tipusu kérdésekkel a matematikafilozéfia foglalkozik, amely a
tudomanyfilozoéfia egy kiilondsen fontos aga. A jelen tanulmany célja a matematikai allitdsokra vonatkozé
antirealista elméletek — amelyek tagadjak az elménktdl fliggetlen matematikai igazsagok létezését — vazlatos
torténeti attekintése, f6leg a matematikai intuicionizmus és a konstruktivizmus irdnyzatokra koncentralva.

Michael Dummett (1925-2011) nyoman matematikai realistanak (vagy platonistanak, idealistanak) hivjuk
azon szemantikai allaspontokat, amelyek szerint a matematikai allitdsok kapcsolatban vannak egy
tuddsunktdl fuggetleniil |étezd valdsaggal, oly médon, hogy ez a valésag igazza vagy hamissa teszi ezeket az
allitdsokat, flggetlendl attdl, hogy ismerjik-e vagy egyaltaldn képesek vagyunk-e megismerni ezeket az
igazsagértékeket [3]. Tehdt, a realista alldspont szerint a matematikai tételek igazsagértéke nem figg a
megismerG6 elmétdl, a matematikus csupan felfedezi ezen igazsagokat és nem megalkotja 6ket. J6l szemlélteti
a matematika realista felfogasat Charles Hermite (1822-1901) kijelentése: ,Véleményem szerint a szamok és
az analizis fliggvényei nem elménk énkényes termékei. Hitem szerint rajtunk kiviili Iétezésiik pontosan annyira
sziikségszer(i, mint az objektiv valdsdg tdrgyaié. Eppugy kutatunk utdnuk és fedezziik fel Gket, mint a fizikusok,
a kémikusok és a zooldgusok.” Dummett szerint [3] a realizmus elfogadasa maga utdn vonja a kétérték(ség
(bivaliancia) elvének elfogaddsat, nevezetesen azt, hogy minden az adott osztalyba tartozo allitas
hatdrozottan igaz vagy hamis (ett6l az allitds még lehet eldonthetetlen egy adott formalis-axiomatikus
elméletben, azaz se nem bizonyithatd, se nem céafolhatd).

Ezzel szemben, az antirealistak — példdul az intuicionistdk ill. a konstruktivistak — szerint nem létezik egy
a tuddsunktol fliggetlen valdsag, amely igazza vagy hamissa tenné a matematikai allitasokat, és a matematikai
objektumok csak az elménk konstrukcidi. EbbéI kifolydlag az antirealistak tagadjak a kizart harmadik elvének
(tertium non datur; azaz minden P jolformalt formulara: vagy P vagy —P teljesil) érvényességét, és Uj alapokra
kivanjak helyezni a matematikat a nemklasszikus (konstruktiv) logikai konstansok® bevezetésével.

Egy standard konstruktiv értelmezése a logikai konstansoknak az un. ,bizonyitds” vagy ,BHK” (Brouwer,
Heyting, Kolmogorov) interpretacid [13]. Andrej Nyikolajevics Kolmogorov (1903—-1987) a kévetkez6képpen
definialta a konstruktiv logikai konstansok jelentését: az A v B bizonyitasahoz vagy A-nak vagy B-nek kell
mutatnunk egy bizonyitasat. Az A A B formula bizonyitasat megadtuk, ha megadtuk A egy bizonyitasat és B
egy bizonyitdsat. Az A — B egy olyan konstrukcié, amely segitségével A barmely bizonyitdsat B egy
bizonyitasava alakithatjuk. A 3x: A(X) bizonyitdsa két részbdl all: egy ¢ objektum konstrukciéjabdl és A(c)
bizonyitasabdl. A VXx: A(X) bizonyitdsa egy olyan eljaras, amely egy tetszéleges ¢ objektum konstrukcidja
alapjan megkonstrualja A(C) egy bizonyitasat. Végul, az ellentmondasnak (L) nincs bizonyitdsa, és a —=A
bizonyitasa egy olyan konstrukcio, amely A egy tetsz6leges (feltételezett) bizonyitasabdl egy ellentmondas
(példdul 0 = 1) bizonyitasat allitjia els. A ,létezik” (3) kvantor jelentésének azonositdsa a ,tudunk
konstrudlni”-val vezetett el ahhoz, hogy az intuicionista ill. konstruktivista matematikusok csak a konstruktiv
egzisztencidlis bizonyitasokat fogadjak el érvényesnek (az indirekt bizonyitasokat nem).

Egy gyakran idézett példa nem-konstruktiv matematikai bizonyitasra a kdvetkezd allitasra adhato: létezik
két olyan a, b irracionalis szam, amelyekkel ab racionalis. A Dummett &ltal adott tigyes nem-konstruktiv
bizonyitas [2] igy szdl: legyen ¢:=\2, ekkor a kizart harmadik elvébél kévetkezik, hogy vagy c”c racionalis vagy
c”cirracondlis. (1) ha cc racionalis akkor a:=c, b:=c jo valasztas, (2) ha c"c irracionalis, akkor a:=c"c, b:=c egy
megfelel§ valasztas a keresett szamokra. Vegylik észre, hogy ez a bizonyitas (mivel a kizart harmadik elvét
hasznaltuk) nem adja meg szamunkra, hogy melyik a két keresett irraciondlis szam, tehat nem konstruktiv.

! Logikai konstansok példaul a logikai 6sszekdtéjelek (o, A, Vv, —) és a kvantorok (3, V).
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Természetesen, nem az intuicionista logikai konstansok elfogadasa jelenti a kiilonbséget a realista és az
antirealista allaspontok kozott. Egy realista is értékelheti, ha egy bizonyitas konstruktiv — mivel az t6bb
informdcidval szolgdl a szdmara — és bevezethet jel6léseket a konstruktiv ,/étezik” vagy a konstruktiv ,,vagy”
jelolésére. A f6 kilonbség a nemklasszikus logikai konstansok haszndlatanak kizardlagos elfogaddsdban all:
azon allaspont elfogaddsaban, hogy csak és kizdrdlag ezek az elfogadhaté eszkd6zok a matematikdban. Noha
tobbféle antirealista elmélet lehetséges és az intuicionista ill. konstruktivista alldaspontok nem egyformak
(példaul, az elsésorban Brouwer és Heyting nevéhez kothetd intuicionizmus nem teljesen egyezik meg Bishop
konstruktivizmusaval vagy Markov konstruktiv rekurziv matematikajaval), azonban kozel allnak egymashoz,
igy egylitt targyaljuk 6ket ebben a tanulmanyban.

A realizmusnak tébb kritikusa akadt mar a XIX. szazad folyaman. Talan a legismertebb kozilik Leopold
Kronecker (1823-1891) akit a konstruktivizmus vagy még inkabb a finitizmus el6futaranak is tekinthetink
[12]. Sokat elarul intuicionizmushoz kdzel all6 nézeteir6l gyakran idézett monddasa: ,,a természetes szamokat
Isten teremtette, minden mds emberi alkotds” (Heinrich Weber gyaszbeszédébdl). Kronecker kérvonalazott
egy ,aritmetizaldsi” tervet, mely az algebra és az analizis szamokkal valé6 megalapozasara vonatkozott. Csak
azokat a definicidkat tekintette elfogadhatdnak, melyeket véges lépésben ellendrizni lehet. Ezen elméletei
vezették el a ,tiszta” egzisztencidlis bizonyitasok kritikdjahoz.

Fontos allomast jelentettek az antirealista matematika kialakuldsdban a francia preintuicionistak, akik
példdul a Zermelo-Fraenkel-féle halmazelméletet megalapozé axidmarendszer kivalasztasi axiomajanak
kritikdja kapcsan fejtettek ki tobbé-kevésbé konstruktivista nézeteket. A legfontosabb alakjai ezen
iranyvonalnak [12]: Baire, Borel, Lebesgue, Lusin és Poincaré. Julius Henri Poincaré (1854-1912) tdmadta a
Cantor-féle halmazelméletet (példaul az aktudlis végtelen fogalmat) és a ,logicizmust”. Logikai
szkepticizmusat jellemzi mondasa, miszerint: ,egy szillogizmus nem tud semmilyen esszencidlisan ujat
tanitani nekiink” (1902). Amellett érvelt, hogy a matematikdban tébbre van sziikségiink, mint logikara:
intuicidkra. Szigordan véve nem volt intuicionista, de kritikdja a logikdval kapcsolatban (példaul a teljes
indukciéra vonatkozéan) a konstruktivizmus egyik el6djévé teszi. Emile Borel (1871-1956) nézetei kozel alltak
Kroneckeréihez, példaul ugy gondolta, hogy csak az effektiven (példaul, véges sok szdval) definidlt
objektumok Iéteznek a tudomanyban és a konzisztencia nem elégséges a |étezéshez.

Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966) holland matematikus nevéhez fliz6dik az intuicionizmus elsé
preciz megfogalmazdsa, akinek filozéfidjara Kant és Schopenhauer volt a legnagyobb hatassal. Elsé izben
antirealista nézeteit. Brouwer szerint a matematika az elme bels6 szabad alkotasa és fliggetlen mindenféle
nyelvtdl vagy platonikus valésagtdl. Szerinte a matematika nem fiigg a logikatdl és a logika a matematika
része, valamint a matematikat nem lehet axiomatikus médon megalapozni. Brouwer elutasitotta a Hilbert-
féle formalizmust és a Cantor-féle halmazelméletet. A logika szamara csak egy megbizhatatlan eszkoz a
kommunikdciéra. A matematikai gondolkodas — Brouwer szerint — matematikai struktirak megalkotasabol
all, és a szillogizmusokhoz hasonlé logikai strukturak megjelenését csak a szabaly alkalmazasa kdzben végzett
matematikai konstrukcio igazolja. A logikat alkalmazott matematikanak tekintette és empirikus tudomanynak
[12]. Szerinte nem létezik meghatdrozott matematikai igazsag a gondolkoddson kiviil, és egy allitas csak akkor
lesz igaz, ha a szubjektum megtapasztalta az igazsagat (amit a megfelel6 mentalis konstrukcié véghezvitelével
tud megtenni). Hasonléképpen, egy allitds csak akkor lesz hamis, ha a szubjektum megtapasztalta a
hamissagat (mivel felismerte, hogy egy meghatarozott logikai konstrukcié nem lehetséges). Tehat Brouwer
szerint nincsenek nem megtapasztalt (tuddsunktél flggetlen) igazsagok. Ezen nézetei az intuicionista
matematika megalkotasahoz vezettek, valamint a klasszikus (realista) matematika egy jelentGs részének
elutasitasahoz [13]. Azonban Brouwer nemcsak negativ mddon jarult hozza az intuicionista matematikahoz,
nemcsak azzal, hogy birdlt és elutasitott néhany altala meg nem felel6nek tartott klasszikus matematikai
maddszert. Nevéhez fliz6dik a kivalasztdsi sorozatok fogalmanak kidolgozdsa. Ezen sorozatok kulcsszerepet
jatszanak az intuicionista szam- és fliggvényfogalomban. Ezek a sorozatok vezették el Brouwert az egyenletes
folytonossag tételének kimondasahoz, amely szerint minden a valds szamok halmazat 6énmagdba képezd
fliggvény egyenletesen folytonos (feltéve, hogy az intuicionista szam- és fliggvényfogalmat fogadjuk el).

Az els6 formalis intuicionista rendszereket Brouwer tanitvanya, Arrend Heyting (1898-1980) dolgozta ki.
Az eredményként el6allé intuicionista logikdval technikai szempontbdl nincs probléma: definidlhato



intuicionista formalis propozicionalis- és predikatum-kalkulus (amelyekben nem szerepel a kizart harmadik
elve) és az intuicionista predikatumlogikdhoz adhaté interpretacio, példdul a Kripke-féle lehetségesvilag-
szemantika, amelyre nézve az helyes és teljes. Egy alapvet6 eredmény az intuicionista logikaval kapcsolatban,
hogy a klasszikus és az intuicionista (propozicionalis- és predikatum-) logika ekvikonzisztens. A propozicionalis
logikara ezt el6szor Glivenko bizonyitotta be 1929-ben. Megmutatta, hogy egy P formula akkor és csak akkor
vezethet6 le a klasszikus propoziciondlis kalkulusban, ha a —-—-P formula levezethetd az intuicionista
megfelel§jében. S6t, negacidval kezd6d6 formulakra: -P akkor és csak akkor vezethetd le a klasszikus
propozicionalis logikaban, ha az levezethet6 az intuicionista propozicionalis logikaban [10]. A
predikatumkalkulus esetére egy ennél bonyolultabb — a ,,negativ forditds” fogalmat hasznalé — tétel adhato,
amelyet egymastdl fliggetlenilil Godel és Gentzen bizonyitott be [13].

Heyting — Kroneckerrel ellentétben — a természetes szdmoknak sem tulajdonitott semmiféle
transzcendentdlis, gondolkod3astodl fliggetlen |étezést. Szerinte minden matematikai objektum —még ha talan
fliggetlen is az egyedi gondolati tevékenységtél — lényegét tekintve az emberi gondolkoddas dltal
meghatarozott. Azonban Brouwer és Heyting filozéfiai nézeteinek elfogaddsa nem sziikséges az intuicionista
matematikdhoz, Dummett példaul egy wittgensteinianus jelentéselméletre tamaszkodva, nyelvfilozoéfiai
alapokon érvelt a konstruktiv logikai konstansok kizarélagos elfogadasa mellett [4].

Brouwer (és tanitvdnya Heyting) matematikdja még tartalmazott absztrakt fogalmakat, példdul:
halmazokat és kivalasztdsi sorozatokat. Tobb matematikus kritizalta az absztrakt fogalmak hasznalatat a
matematikdban, példdul: Kronecker, Skolem és Goodstein [12]. Ezen matematikusok egy nagyon korlatozott
konstruktiv matematika bevezetését javasoltak, amelyben csak szigordan véges matematikai objektumok
haszndlata van megengedve (mint amilyen egy természetes szam), és ezeken az objektumokon csak konkrét
(effektiv) kombinatorikus muveleteket szabad értelmezni (mint amilyet példaul egy szorzétabla definial).
Természetesen, a finitizmus teljesen konstruktiv, és igy része az intuicionista matematikanak. A finitista
matematika feltinik David Hilbert (1862—-1943) német matematikus programjaban is. Hilbert kifejtette, hogy
a matematikai axiomarendszerek konzisztenciajat véges (finit) — a végtelenség matematikai fogalmatol
mentes — eszkdzokkel kell bizonyitani, és ezaltal kell a matematikat véglegesen biztos alapokra helyezni. Kurt
Godel (1906-1978) osztrak logikus nemteljességi tételeit [11] altaldban agy interpretaljak, mint amelyek
metamatematikai bizonyitdsat adjak annak, hogy Hilbert bizonyitdselméleti programja megvaldsithatatlan
[10]. A finitizmusnak egy még radikalisabb valtozata is ismert, az uUn. ultrafinitizmus. Példaul, Borel ugy
gondolta, hogy egy nagyon nagy véges objektum (pl.: szdm) legalabb olyan problematikus, mint egy végtelen.
Direkt médon megfogalmazott olyan kérdéseket, hogy példaul a 10710710 ténylegesen egy véges szamnak
tekinthet6-e. A XX. szdzad masodik felében torténtek kisérletek az , alkalmas” vagy ,kezelhet6” (feasible)
szamok fogalmdnak megalkotdsara.

A konstruktiv rekurziv matematika f6leg Andrej Andrejevics Markov (1903—1979) nevéhez fliz6dik, és az
algoritmusok vagy rekurziv fliggvények elméletén nyugszik. Primitiv rekurziv fliggvényeket el6szér Godel
haszndlt nemteljességi tételeinek bizonyitasahoz (1931). Alonzo Church (1903-1995) dolgozta ki (teljesen
mas alapokon) a A-kalkulust (1932), amely elmélet csak A-absztrakciét hasznal és benne minden rekurziv
fliggvény A-definidlhatd [12]. Téle flggetlentl 1937-ben Alan Mathison Turing (1912-1954) bevezette az
absztrakt matematikai gépek egy osztdlyat: a Turing-gépeket. A Turing-gépekkel kiszamithaté fliggvények
osztalya megegyezik a Church-féle A-kalkulussal kiszamithaté fliggvények osztalyaval. Church tézise, amely
azonositja a ,hatékonyan kiszamithatdsdg” és a ,rekurzivan kiszamithatésag” fogalmat Church—Turing-tézis
néven valt ismerté. Ezt a tézist Markov népszer(sitette és fektette le konstruktiv matematikaja alapjait: (1) a
matematika objektumai kilonb6z6 abc-k folotti szavak; (2) realizdlhatdé absztrakcié megengedett a
matematikdban, de nem megengedhetGek az aktualis végtelent haszndlé absztrakcidk. Markov a normal
algoritmusok elméletén keresztiil formalizalta matematikajat. EiImélete tekinthet6 Ugy, mint egy rekurziv
matematika intuicionista logikai alapokon. Bizonyos értelemben azonban Markov szigorubb, mint az
intuicionistak, ugyanis csak olyan kivalasztasi sorozatokat enged meg, amelyek egy véges algoritmus (példaul
egy Turing-gép) altal elére meghatarozottak [13]. Markov mas tekintetben azonban engedékenyebb az
intuicionistaknal, amire példaként a Markov-elvet (Markov’s principle) hozhatjuk. Az elv egyszer(ien azt
mondja ki, hogy ha lehetetlen, hogy egy bizonyos Turing-gép 6rokké fut, akkor létezik egy olyan algoritmus,
amely a kimenetet elGallitja, és fel kell tenniink, hogy a gép egyszer megall (terminal). Binaris sorozatokra ezt



az elvet példaul ugy mondhatjuk ki, hogy ha egy sorozatra ellentmondas, hogy minden tagja egyenld 0-val,
akkor létezik egy olyan tagja a sorozatnak, amely egyenld 1-gyel. Az intuicionistak ezt az elvet (mivel a kizart
harmadik elvének atfogalmazasa), mint intuitivan nem tisztat, elutasitottak [12].

Sokan vélték ugy, hogy a kizart harmadik elvének elutasitasa rendkiviil korlatozotta teszi az intuicionista
matematikat, példaul Hilbert a ,Grundlagen der Mathematik” (1928) cim( mdivében igy irt: ,a kizdrt
harmadik elvének kihagydsa a matematikabdl ugyanolyan, mintha példdul a csillagdszokat megfosztandnk a
teleszkoptol vagy a boxoldkat attdl, hogy az bkliiket haszndljgk”. Ezen nézetek radikalisan megvaltoztak,
miutan Erret Bishop (1928-1983) publikalta ,A konstruktiv analizis megalapozdsa” (1967) cim( kdnyvét [1],
melyben a modern analizis nagy részét intuicionista alapokon Ujra felépitette. Olyan absztrakt tételek
konstruktivista valtozatat talaljuk kényvében, mint amilyen a Stone-Weierstrass-tétel, Hahn—-Banach-tétel,
Hilbert-térbeli ©6nadjungalt operatorok spektraltétele, az absztrakt integrdlok Lebesgue-féle
konvergenciatétele és olyan fogalmak intuicionista megfelel6it adta meg, mint a Haar-mérték és a Fourier-
transzformacié [12]. Bishop elméletének egyik alapgondolata, hogy minden matematikdanak numerikus
jelentéssel kell rendelkeznie. Ezen nézete kdzelebb all Kronecker ,aritmetizdldsi” programjahoz, mint
Brouwer és Heyting megkozelitéséhez, amelyben a természetes szamok is csak az emberi elme termékei.

Bruce Pourciau allaspontja szerint [8] egy kuhni értelemben vett tudomanyos forradalom [7] elméletileg
lehetséges a matematikaban. Azonban eddig még nem tudunk rdla, hogy a matematikdban valaha lezajlott
volna olyasfajta tudomdnyos forradalom, amely utdn az Uj paradigmaban a régi paradigma allitasai
inkoherensnek, nem megfelel6en aldtdmasztottnak vagy egyszerlien hamisnak bizonyultak. Pourciau
véleménye szerint azonban az intuicionizmus egy ilyen paradigmavaltas lehetGségét hordozta magdban, de
— f6képp torténeti okokbdl (példaul Brouwer extravagans nézetei miatt) — elbukott.

Pourciau egy masik cikkében [9] — amit egy szindarab formajaban irt meg — azon az allasponton van, hogy
ha néhany nagyon egyszer( (szinte 6nevidensnek latszd) alapelvet elfogadunk a tudomanyos vizsgalatok
alapelveiként, akkor ezekb&l mar kévetkezik az intuicionizmus. Ezen elvek a kovetkezék:

(1) Ismernink kell egy allitas jelentését, miel6tt azt vizsgalnank, hogy igaz-e.

(2) Ne épitsiink teljesen megalapozatlan feltevésekre.

(3) Az egyszerlitSl haladjuk a kevésbé egyszerti felé.

A matematika els6dlegességét a logikaval szemben (Brouwer szellemében) példaul (1) és (2) tamasztja
ala: mivel a logika az allitasok jelentésétdl fuggetleniil vizsgalja igazsagértékiiket, ez ellentmond (1)-nek, a
kétértéklség kritika nélkil valé elfogadasa pedig (2)-nek — allitja Pourciau [9]. A természetes szamok
halmazelméleti felépitése ellen a (3) feltétel alapjan lehet érvelni, mivel a természetes szamok fogalma sokkal
vilagosabb, mint mondjuk a Zermelo-Fraenkel-féle axidmarendszer. Pourciau alldspontja szerint (1)-(3)
elfogadasaval nem egyeztethet6 6ssze a klasszikus matematika, azonban az intuicionista mar igen.

Tehat, a matematika antirealista megkozelitései — példaul az intuicionizmus ill. a konstruktivizmus —
szerint nem léteznek elmefliggetlen matematikai igazsagok. Az els6 matematikusok, akik kritizaltak a realista
megkozelitést Kronecker, Baire, Borel, Lebesgue, Lusin és Poincaré voltak. Brouwer fogalmazta meg els6ként
az intuicionizus programjat, m(iveiben erds Kant és Schopenhauer filozéfidjanak hatasa. Brouwer tobb
ellenpéldan keresztiil megprébalta megcafolni a kizart harmadik elvét. Tanitvanydnak Heytingnek a
munkdssaga nyoman nyilvanvaléva valt, hogy az intuicionizmus preciz formaba onthet6 és formalis-
axiomatikus elméletté tehetd. Az intuicionista logikdra hatékony konstruktiv matematika épithetd, amelyre
egy példa Bishopnak a konstruktiv analizist megalapozé munkdja. Dummett nyelvfilozéfiai alapokon érvelt az
intuicionista logika elfogaddsa mellett, mig Pourciau tudomanymetodikai alapokon védte az intuicionzimust,
ami szerinte egy elbukott matematikai (khuni értelemben vett) tudomanyos forradalom.

Az intuicionizmus filozdéfiai alatamasztasaval kapcsolatban tbb ellenvetés megfogalmazhatd. Példaul,
Edmund Husserl (1858-1938) kritikaja a logika pszicholdgiai megalapozasara vonatkozdan [6] — noha joval
Brouwer munkai el6tt sziiletett — értelmezhet6 az intuicionizmus kritikdjaként is. Egy masik példa lehetne
Godel, aki maga is érvelt [7] a formalizmus és az intuicionizmus ellen, és azon a véleményen volt, hogy: , az
emberi elme szamdra [...] egyetlen tarthato dlldspont van csak: a platonizmus”. Azonban, az intuicionista ill.
a konstruktivista (antirealista) allaspontok tagadhatatlan erénye, hogy ravilagitanak a klasszikus (realista)
matematikafelfogas gyenge pontjaira és technikailag is elfogadhaté alternativat kindlnak.



Hivatkozasok

PwNPE

10.
11.
12.

13.

Bishop, E. (1967): Foundations of Constructive Analysis. McGraw-Hill, New York

Dummett, Michael (1977): Elements of Intuitionism. Clarendon Press, Oxford

Dummett, Michael (1982): Realism. Synthese Vol. 55, 55—-112

Dummett, Michael (1973): The Philosophical Basis of Intuitionistic Logic. In: Truth and Other
Enigmas, Duckworth (1978) 215-247

Godel, Kurt (1951): Néhany tétel a matematika megalapozasardl és ezek kévetkezményei (Gibbs
Lecture) In: Csaba Ferenc (szerk.): A matematika filozéfidja a 21. szdzad kliszobén. Osiris Kiadd,
Budapest, 2003, 61-89

Husserl, E. (1900): Logische Untersuchungen, Erster Teil: Prolegomena zur reinen Logik (English trans.
by J. N. Findlay, English title: Logical Investigations, London: Routledge, 1900/01; 1913)

Kuhn, Thomas (1962): A tudomanyos forradalmak szerkezete. Osiris Kiadd, Budapest, 2000
Pourciau, Bruce (2000): Intuitionism as a (Failed) Kuhnian Revolution in Mathematics. Studies in
History and Philosophy of Science, Vol. 31, No. 2, 297-329, Elsevier Science

Pourciau, Bruce (1999): The Education of a Pure Mathematician. The American Mathematical
Monthly, Oct. 1999, Vol. 106, No. 8, 720-732

Ruzsa Imre; Maté Andras (1997): Bevezetés a modern logikaba. Osiris Kiadd, Budapest

Smullyan, Raymond (1992): Godel nemteljességi tételei. Typotex Kiado, Budapest, 1999

Troelstra, Anne Sjerp; Van Dalen, Dirk (1988): Constructivism in Mathematics. Vol. 1, North-Holland,
Amsterdam

Zalta, Edward N. (editor): The Stanford Encyclopedia of Philosophy (2019): Intuitionism in the
Philosophy of Mathematics, https://plato.stanford.edu/entries/intuitionism/


https://plato.stanford.edu/entries/intuitionism/

